Analisi di Fourier




TRASFORMATA DI FOURIER (FT)
funzioni non periodiche

*Ogni funzione continua f(x) anche se non periodica (purché abbia area

finita) pud essere espressa come integrale di sinusoidi complesse
opportunamente pesate. (u=frequenza)

antitrasformata di Fourier

Trasformata di Fourier

f(x)= TF(u)ejzmdu

F(u)= T f(x)e™*™ dx

Dominio spaziale (o temporale)
0 dominio diretto

Dominio delle frequenze
0 dominio trasformato




TRASFORMATA DI FOURIER 1D
di una funzione continua

La trasformata di Fourier di una funzione continua e integrabile € una
funzione complessa nel dominio delle frequenze (v = frequenza). In
coordinate polari si ha :

F(u)=F[f(x)]=Rw)+ j3w) =|F (u)|e’*")

Spettro |F (u)‘ = [m(u)z + S(u)z T/z
Fase d(u) = tan™ _;%3_

Potenza spettrale 2 ~
(densita spettrale) F)| =R(u) +3(u)




TRASFORMATA DI FOURIER 2D
di una funzione continua

Trasformata F(u,v) = I J' f(x, y)e‘fz”(““‘fy)dxdy

—00—00
+00 +00

Antitrasformata f(x,y) = j IF(u,v)ejh(uxHy )dudv

—00—00

Spettro |F (u,v)| = [93 w,v) +3(u,v) ]/2
Fase ¢(u,v) = tan _;EZ:Z))_

Potenza spettrale 2 _ - ,
(densita spettrale) ‘F (u, v)| R (” ’ V) T S (u ) V)



TRASFORMATA DI FOURIER DISCRETA 2D DFT

f(x,y)=f(x, +xAx,y,+yAy)  x=0,...M-1; y=0,...,N-1
F(u,v)=F(uy, +ulAu,v,+vAv) u=0,...,M-1; v=0,...,N-1

M-1N-1 2”(£+2)
M N

AJNZZf(x y)e DFT

x=0 y=0

M-1N-1 12,,(_+_

f,p)=Y > Fu,v)e o

u=0 v=0

f (x,y) campionata: Ax , Ay
F (u,v) campionata: Au=1/MAx , Av=1/NAy.

X,y)=fx+M,y+
“ PENTEMYEN) - b riODICITA”
F (u,v)=F (u+M,v+N)




TRASFORMATA DI FOURIER
(funzione complessa)

Fu,v) =Ru,v)+ j3(u,v) = |F(u,v)‘ej¢(“’v)

/
Spettro ‘F (u, v)‘ = [SR(u,v)2 + S(u, v)ZT ’

Fase d(u,v)=tan™’

flx,v) F(u,v)|



ANALISI-SINTESI

F(u,v)= |F(u,v)

ej¢(u,v)




Trasformata di Fourier: Immagini

« La trasformata di una immagine € periodica e simmetrica: il
valore (0,0) € in alto a sinistra

Basse
Frequenze

Alte
Frequenze

* Per leggibilita (e utilita) si preferisce traslare lo spettro per
avere (0,0) al centro



RAPPRESENTAZIONE
SPETTRO DI FOURIER |

f(x,p)

Vv

BASSE FREQUENZE

‘F(u,v)l

\ 4

ALTE FREQUENZE



DISCRETE FOURIER TRANSFORM DFT

e X' Q.

/| —— ———

B TV




MODULO E FASE

| Fu,v)|
| Glu,v)|




MODULO E FASE

F n F(u, VX e(JZG(u’V)) ] F HG(u, v] e(JZF (.v)) ]

[ a fase co_ntiene Ige informa_ziqne essenzje_ali sulla struttura
dellimmagine e le informazioni sulla posizione.

L’ampiezza contiene solo I'informazione relativa alla
presenza o meno delle strutture nellimmagine.



PROPRIETA DELLA DFT

Separabilita fxy) /== Fxv) ==>| F(uyv)
DFT 1D DFT ID
sulle righe sulle colonne
| N1yl ,,(%+%)
F(u,v)=——- f(x,»)e
NM x=0 y=0
1 M1 M —jZE(Hy - 27{%)
== . xX,y)e €
N ﬂwyz;f (x,)




PROPRIETA DELLA DFT
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PROPRIETA DELLA DFT

Scaling




PROPRIETA DELLA DFT

« Scaling




PROPRIETA DELLA DFT

Trasformazione reversibile: ANALISI-SINTESI
FTFf (x,y)] = f(x,y)

Antitrasformata (SINTESI ) Trasformata (ANALISI)
fo=FFw] (&=  F@=F [f)]

(F(fl)(‘)
Fourler Analyslt

Founcr Synthesis
\

Dominio spaziale (o temporale)

Dominio delle frequenze
0 dominio diretto

o dominio trasormato




PROPRIETA DELLA DFT

Periodicita della DFT: f(x) campionata (vale anche per

DTFT)

F(u) = F(u+M)

f(x)

]

M1

- T T T T T T_=< A




PROPRIETA DELLA DFT

Periodicita di antitrasformata
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Trasformata di Fourier

 Dominio Spaziale/Temporale vs. Frequenze

Problema  Soluzione Soluzione
dominio delle frequenze piu semplice o intuitiva spazio delle frequenze

A

Trasformata di Fourier Anti-Trasformata di Fourier

\ 4

Problema Originale ~ Soluzione Soluzione
dominio spaziale/temporale difficile o complessa Problema Originale

18




ESEMPIO DI DFT 2D
senza rumore (noise)
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TRASFORMATA DI FOURIER DISCRETA 2D




TRASFORMATA DI FOURIER DISCRETA 2D

MODULO DELLA TRASFORMATA
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TRASFORMATA DI FOURIER DISCRETA 2D
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MODULO DELLA TRASFORMATA

20 40 60 80 100 120 140 160 180




TRASFORMATA DI FOURIER DISCRETA 2D




Trasformata di Fourier: Immagini

« Manipolazione dello spettro

P(u)=|F )" = R(u)* + I(u)’ Potenza spetirale

» Le circonferenze (dal centro) racchiudono il 90, 93, 95,
99, 99.5% della potenza spettrale totale



Trasformata di Fourier: Immagini

* Manipolazione dello spettro

Originale Spettro (90%) Ricostruita



Trasformata di Fourier: Immagini

« Manipolazione dello spettro

Originale Spettro (93%) Ricostruita



Trasformata di Fourier: Immagini

 Manipolazione dello spettro

Originale Spettro (95%) Ricostruita



Trasformata di Fourier: Immagini

* Manipolazione dello spettro

Originale Spettro (99%) Ricostruita



Trasformata di Fourier: Immagini

* Manipolazione dello spettro

Originale Spettro (99.5%) Ricostruita



Trasformata di Fourier: Immagini

* Ringing



Trasformata di Fourier: Immagini

« Manipolazione dello spettro

Originale Spettro Ricostruita



Trasformata di Fourier: Immagini

* Manipolazione dello spettro

Originale Spettro Ricostruita



Trasformata di Fourier: Immagini

* Manipolazione dello spettro

Originale Spettro Ricostruita



Trasformata di Fourier: Immagini

« Manipolazione dello spettro

Originale Spettro Ricostruita



Immagine semplice Spettro di Fourier




Funzione di Transferimento del Filtro

Il filtro si applica con un prodotto di convoluzione
nel dominio della trasformata dell'immagine



Spettro di Fourier dellimmagine filtrata Immagine Filtrata




Immagine Filtrata






